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Exercices sur les variations de suites définies par une formule explicite

Exercice 2A.1 :
Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :

a) Up=3n+1pour n>0 b) un:%n+1 pour n>1
d) unz1 pour n>1 e) uy=—— pour n>0
n n+1

g) Up :1+% pour n>1 h) vp :n+% pour n>1

Exercice 2A.2 :
Etudier le sens de variation des suites ci-dessous :

a) up =n—1 pour n>0 b) v, =n®+4n (neN)

d) up =2n°-3 pour n>1

Exercice 2A.3 :
Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :

n 2n+1
a) v, =——pour n>1 b) uy=———= pour n>0
) Vn n+1p ) n n+2 P

Exercice 2A.4 :
Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :

7 n
b) W”:[§j pour n>0

23n 3n
d) un=3ﬁ pour n>0 e) un=F pour n>0

a) up=2" pour n>0

n n

n2

12
Up = our n>0 h) u,=
g) Up 25N p ) Up

pour n>0

) U =—2—;+% (neN)

1
Vnh =— pour n>1
f) vy 5np

i) u, :-2% (neN)

¢) Vo =n?—4n (neN)

1 n
C) WnZ(g) pour n>0

0,2"

Up = — our n>0

f) up 10np
n

i) unzw pour n=0
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Exercice 2A.1 : Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :
a) Uy =3n+1pour n>0
Un,q—Un =(3(n+1)+1)—(3n+1)=3n+4-3n—-1=3

—Up >0 donc la suite (up ) est croissante

u

n+1
3(n+1
b) un:3?n+1 pour n>1 ,donc:u, 4 = (5 )+1:3n5+3+1
0 1_un=(3n+3+1j_(3_n+1j=3n+3+1_3_n_1=3n+3_3_n=§
+ 5 5 5 5 5 5 5

Uy,q —Un >0 donc lasuite (uy) est croissante.
c) un:—2—3n+% (neN)
2(n+1) 1 2n 1 2(n+1) 1 2n 1
Uy —Up =| - e B i el
3 2 3 2 3 2 3 2
—n-2+an_ 2, <0 donc la suite (u,) est décroissante.

Uy, —Up=———=—=1:U_,—U
n+l n 3 3 n+1 n

d) unzl pour n>1
n
1 1_1 n 1 n+1 n-(n+1) -1

U —Up = =X ——X—— = =
M T hil non+l'n nn+l n(n+l)  n(n+l)
<0 donc la suite (uy ) est décroissante

Or n>1donc n(n+1)>0 et u_ ., —Up

1
U1 _n+1_ 1 h_n
U 1 n+1l 1 n+1
n
u
Or n<n+1donc S—”<l avec uy, >0 : la suite positive (uy, ) est décroissante
n

e) u”:n%rl pour n>0
G oo L1 1 on+l 1 n+2_(n+1)-(n+2)
M 2 nel n+2 n+l n+l ne2 (n+2)(n+l)

n+l1-n-2 -1

(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
Or n>0 donc u_,, —Un <0 donc la suite (uy ) est décroissante

1
un+1:n+2: 1 Xn+1:n+1
Un 1 n+2 1 n+2

n+1

u
Or n+1<n+2 donc L <1 avec up >0 : lasuite (uy ) est décroissante

Un
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f) vy :5i pour n>1 - tous les termes de la suite (vn) sont positifs
n
1
Vn+1:5(n+1): 1 5n_ 510 n
Vi 1 5(n+1) 1 5(n+1) n+1
5n
Or n<n+l & L<n_+1 & -1 <1 donc la suite (vn) est décroissante.
n+l n+1 n+1
g) up :1+l pour n>1
n
u —1+l pour n>1 éu =1+ — !
n n - + n+1
1x(n+1) n—-(n+1 —
u 1—Un=(1+ij—[l+lj=1+i—l—1: xn ol )= ( ): !
N+ n+1 n n+1 n (n+1)xn nx(n+1) n(n+1) n(n+1)

Uy.1 —Un <O donc lasuite (up) est décroissante.

h) vy =n+% pour n>1

2V :n+1+L

1
Vh =N+— pour n>1
n n P n+l n+1

1 n(n+1) n _(n+1)

1 1
—V = 1+ — |— 1 -_ T
Vn+1 ~Vn [n+ +n+1j (n+nj [nl+ iy n(n+1)+n(n+1) n(n+1)

n(n+1) 1 n(n+1)-1
n(n+1) n(n+1) n(n+1)

Si n>1donc n(n+1)>2 alors n(n+1)-1>1
Ainsi v, —Vn >0 etlasuite (vn) est croissante.

. 1
i) un=—%+§ (neN)
n+l 1 n 1)_ n+1 1 n 1 _-n-I+n_'1
Upyg —Un=| ———+= =44 C=———=-=
4 3 2 '3'4 3 4 4
Ainsi u_ ., —u, <0 et lasuite (uy) est décroissante.

Exercice 2A.2 : Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :

a) up=n?—1pour n>0
ni~Un = ((n+2) ~1)=(n* <1) = (n+1)* ~1-n +1=(n+1)* -n*

=n?4+2n+1-n=2n+1
Or n>0 donc u, ., —Un >0 etlasuite (uy) est croissante pour tout n>0.
b) v,=n®+4n (neN)
11— Vin =((n+1)2+4(n+1))—(n2+4n)=(n+1)2+4n+4—n2—4n

:n2+2n+1+4—n2 =2n+5

2n+5>0 < 2n>-5 < n>—g , Ce qui est toujours vrai car n>0

donc la suite (vy) est croissante.
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¢) Vy=n’-4n (neN)
Vi —Vn :((n +1)2 —4(n +1))—(n2 —4n):(n +1)2—4n—4—n2 +4n
—n?4+2n+1-4-n?=2n-3
2n-3>0 & 2n>3 < n>g , donc la suite (vn) est croissante a partir du rang n=2
d) up =2n°-3 pour n>1
Unyg ~Un =(2(n+2) ~3)~(2n? 3) =2(n+1)* ~3-2n? +3=2(n + 2n+1) - 2n?

=2n® +4n+2-2n° =4n+2
Or n>0 donc u__, —Uy >0 etlasuite (up) est croissante.

La Mcici
Exercice 2A.3 : Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :
n n+1 n+1
a) Vq=——pour n>1 A =
) =P M (nt1)+1 n+2
I 52 _(n+Y)(n+1)  n(n+2) n+2n+1 ~ n®+2n 1
Ml N2 n+l (n+2)(n+1) (n+1)(n+2) (n+2)(n+1) (n+1)(n+2) (n+2)(n+1)
Orn>0 donc ———>0,d’ou v ,,—Vy, >0 etlasuite (vy) est croissante.
(n+2)(n+1) N (vn)
n+1 ) )
) Vv Y
oéme METHODE - n+1=n+2=n+1xn+1=n ;r2n+1=n2+2n+ 21 14 21
Vi N n+2 n n“+2n  n°+2n n°+2n n“+2n
n+1
Or n>0 donc 1+— >1, d'ol il og g la suite (vy) est croissante.
n“+2n Vn

b) unz% pour n>0

Z(LM 2n+3
Upyg  (N+1)+2 _n+3 _ 243 n+2 2n®+4n+3n+6 2n°+7n+6

U 2n+1  2n+1 n+3 2n+1 2n%4+n+6n+3 2n2+7n+3
n+2 n+2

2n +7n+3 3 3

+ =1+ 5
2n +7n+3 2n°+7n+3 2n“+7n+3

Or n>0, donc 2n% +7n+3>0 et 1+%>1

2n“+7n+3

un+—1
Un
Autre méthode :

Ainsi >1 et lasuite (up ) est croissante pour tout n>0.

U _2(n+1)+1 2n+1 2n+3 2n+1_ n+3 n+2 2+l n+3
n+ o (n+1)+2 n+2 n+3 n+2 n+3 n+2 n+2 n+3

2n% +4n+3n+6 2n%+6n+n+3 2n2+4n+3n+6—(29+6n+n+3)
~ (n+3)(n+2)  (n+2)(n+3) (n+3)(n+2)

u
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20 +7n+6-2n°-7n-3 3

Or n>0, donc

(n+3)(n+2) (n+3)(n+2)

(n3)(n+2)

Ainsi u_ 4 —up >0 :lasuite (up) est croissante pour tout n>0.

Exercice 2A.4 :
a) up=2"pour n>0

La M¢ici
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Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes :

U g —Up=2""-2"=2"x 2! 2" x1=2"(2-1) = 2"

ainsi u_,, —Un >0 et la suite positive (up ) est croissante

Autre méthode :

un+l B 2n+l B 2n X21 B

2

u, 2"

u
donc N+l

Un

2n

-2 >1 avec u, >0 : la suite positive (up) est croissante.

7\
b) W”:(§j pour n>0

(7Jn+1
Wn+1 _ 9

Wn

"5
9
W
Ainsi 0 < -+l

_(Zjnﬂ—n _Z
9 9

<1 et la suite positive (wy ) est décroissante.

1 n
C) Wn:(gj pour n>0

(1jn+1
Whia _\3

e

_(ljnﬂ—n _1
3 3

w
Ainsi 0<—*L <1 donc la suite positive (w,) est décroissante.
Wn
23n
d) u, =3 pour n>0
23(n+1) 23n+3
un+1 W W 23n+3 32n 23n+3 32n 3 1 8
= = = X—e——m=— X —— = X—=—
un 23“ 23” 32n+2 23n 23n 32n+2 32 9
3ﬁ 3%

u
Cette suite est positive et —*L <1 donc la suite (up) est décroissante.

Unp

La Méici
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3n
e) up=— pour n>0
n

3n+1

un+1_n+1_3n+lxi_3n+lx n _ay n B 3n
u, 3" n+1 3" 3" n+l n+l n+1

n
Or n21 < n+nh>n+1
Etpour n>2 : 2n>n+1
3n . .. . .
Donc: 3n>n+1 < ——>1 et lasuite positive (un) est strictement croissante.

n+1
Autre méthode : on compare N+l avec 1 en étudiant le signe de s -1:
Un Un
Unit 1 3n 1 3n _n+l1 2n-1
Un n+1 n+l n+l1 n+1

Or n>1donc: n+1>0¢et 2n—-1>0

u
Ainsi Tnit ~1>0 < L1 :jasuite positive (up) est strictement croissante.
Un Un

n
f) up= (iozn pour n>0

02n+1
10(n+1 n+l n+l
(n+1) 0,2 N _02 on ., N _02n

02" 10(n+1) 3 02" 10(n+1) '+l n+l

10n
n n+1 L<1 et: 02><L<L<l

Or n<n+l & ——<— &
n+1 n+1 n+1 n+l n+1

u

n+l _
Un

Ynia - -
<1 et la suite positive (un) est strictement décroissante.
Un

Donc :
0,8n+1

02n _n+1-08n-1 n+1 08n+1l
n+1

n+1 _n+1 n+1
Or N>0 < 08n+1>0 < 08n+1>0 < 1—0’8”11
n+

un+1
Un n+l

Autre méthode :
<1

un+1 i ACrAi
<1 et la suite positive (un) est strictement décroissante.
Un

Donc:

n+1 -1

u,
N+l avec 1 en étudiant le signe de
Un

Un
Unia 1 0,2n 1 02n n+1 -08n-1
Un n+l n+l n+1 n+1

Or n>1donc: n+1>0et -0,8n-1<0

Autre méthode : on compare

Ainsi 1100 e L1 - ja suite positive (up, ) est strictement décroissante.
Un Un

La Méici
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1,2"
Up == our n>0
9) Un e P
12n+1
Upq  25(n+1) 12" 250 12" 25p n _12n
n+l = X = X =12x——=—
Un 12" 25(n+1) 12" 12" 25(n+1) n+l n+1
25n
n+1+0,2n-1 n+1 0,2n-1 0,2n-1
= = + =1+
n+1 n+l1 n+1 n+1

Or:0,2n-1>0 < 0,2n>1 < n>0—12 < n>b5

Donc la suite positive (uy ) est croissante & partir du rang 6.

La Mcici
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n

h) up :1’52 pour n>0
n

1 5n+1

un+1 _ (n +1)2 B 1,5n+1 n2 1’5n+1 n

2

= X = X
up 15" (n+1)® 15" 15" (n41)’
2
Uy 3 (nY n Y 2 no 2 2
Oor: 51 o —x( ] >1 < (—j > & —>. |- < n>, [=(n+])
Up 2 \n+l n+1 3 n+l V3 3
2

< N> [—xn+,[— < n—,=xn>,— < nll—, /= |>,/— < n>
3 3 3 3 3 3

<& n>4,45

N 2
:1,5><( J
n+1

;

Donc cette suite est croissante pour tout n>5.

Autre méthode :

1,5n°

(n+1)° 150 n2+2n+1 0,5n°-2n-1

u
N+l —1=...=1,5>{ n
Un
B n’—4n-2
2(n+1)°

Le déenominateur est positif.

)2_1: 2 2~ 2
n+1 (n+1)" (n+1)" (n+1)" (n+1)

) 2 (ne1)

A=(—4)? ~4x1x(~2) =16+8=24 d’oii deux racines :

4-24
n1:

2x1

=2-6 et n,=

4+\/ﬁ=2+\/6
2x1

a=1 donc la parabole est « dirigée vers le haut » et, pour n>0 :

u u
n2—4n—2>0 si n>2++6 et: ™ML _150 o 57 (uy) est croissante

Un Un

u u
n2—4n—2<0 si n<2+6 et: ™L_1<0 o ML .1 (u,) est décroissante

n Un
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n
h) u, :% pour n=0

5n+1

un+1 _ W ~ 5n+1 3n+1 ~ 5n+1 3n+1

. la suite est croissante.

wlo

J— 1 —
U, 5N _3n+2x g~ g0 X3n+2_5x§_
g
Autre méthode :

L5 _ 5 _1 (5
N gl 343" 37(3

. . , o : PR | .
On reconnait I’expression d’une suite géométrique de premier terme positif égal a = et de raison

q= g >1, donc la suite est croissante.

La Mcici



