GENERALITES SUR LES SUITES
. Notion de suite

Exol : pour chaque suite donnée, calculer les termes de rang 0, 1, 2, 3 et 100

n+2 zn n
1) U, =n+3 2) Un:COS7 3) Un=(—1)

n
4) U,=2"+1  5) unzl—i—%j

Exo02 : pour chaque suite donnée, calculer, en fonction de n, les termes :
U U U U U

n-1 , n+1 , n+2 , 3n , 3n-1
5 2n—-1 n

n
4) Un:n2+n 5) UnZL_%j +5

Exo3 : chaque suite (Un) est définie par Uy = 1et par une relation de récurrence
calculer U;, U,, Us, U,

5+Up
1) U, ,=2Up+1 2) U”+1=2—Un
3) Un+1=,/Un+3 4) U, 1=cosU, (enradians)

. Représentation graphigue

Exo4 : représenter graphiquement les cing premiers termes de la suite (Un) définie par U, =2n-5

. . e 3
Ex05 : soit la suite (Up ) définie par : U, =7 et U ;= U2

1) dans un repére orthonormal (O ; T; 7)), tracer la courbe représentative o de la fonction

2

f x> x“ ettracer ladroite d d’équationy =X

2) représenter graphiguement les quatre premiers termes de la suite (Un ) :

. Variations de la suite (Uy)

conseil : bien relire la remarque pratique du cours, et ne pas oublier que n est un entier naturel

Exo6 : étudier le sens de variation des suites (U, ) définies par :

2 3
1) U,=n“-1 2) Up= 3) Uj=1-4/n
) Un ) Un=5— ) Up=1-vn
5N n
4) Uy :4n+1 5 Up =(_2)

. Propriétés éventuelles de (Uy,)

2n+5
n+1

Exo7 : soit (Up) la suite définie par Up, =



1) étudier le sens de variation de (Up)
2) endéduire que (Up,) est majorée
n 8

Exo8 : soit (Up,) la suite définie par U, =5t
n

1) déterminer une fonction f définie sur ]0;+oo[ par f(n)=Uj,
2) étudier la fonction f sur ]0;+ oo

3) lasuite (Uy) est-elle monotone ? majorée ? minorée ?

Ex09 : la suite (Uy) définie par Uy, = coszn?ﬂ est —elle périodique ?

si oui, préciser sa periode

. Démonstration par récurrence

Ex010 : soit la suite (Up,) définie par: Uy =0 et, pour tout ne N : Un+1:%Un+2

1) démontrer par récurrence que (Un) est majorée par 4 et minorée par 0

2) démontrer par récurrence que (Un) est croissante

conseil : relire attentivement le principe de la démonstration, et soigner la rédaction

. Limite d’une suite

Exo11 : voici des suites ; quelles sont les suites convergentes ?
donner leur limite

2 . —2 . 1 .
U,=n"-1 ; Vy = ; W,=—%+5 ;
n n n2+1 n n2
_I_n:smn ; Xn:m ; Yn:3n+2
n n+5

conseil : une suite est dite convergente lorsqu’elle admet une limite finie

SUITES PARTICULIERES

. Suites arithmétigues

conseil : bien relire la remarque pratique du cours

Exol: 1) soit (Un) une suite arithmétique de raison 5 et avec Ug=—2; calculer Uso

2) soit (Un) une suite arithmétique telle que Uss =245 et U, =315, calculer U,

Exo2 : on considére les deux suites (Up) et (V) définies par U, =n+7 et V, :%+3n

préciser pourquoi (Uy,) et (Vy,) sont arithmétiques
quels en sont le premier terme et la raison ?



 soit (Uy) la suite définie par : Uy =1 et, pourtout neN : 2U , =2Up+1

Exo4 :

1)  montrer que (Uy) est arithmétique
2)  déterminer U, en fonction de n
3) calculer Sy =U,+Ug+...+Up, et déterminer la valeur de n telle que S, =168

. . .. U
soit (Up ) la suite définie par : U, =1 et, pourtout neN : U =——n
(Un) P P 172U, +1
1) on pose, pourtout ne N : V, =Ui
n

a) montrer que (V) est arithmétique

b) en deduire une expression de Uy, en fonction de n

2) quelle est la limite de V}, quand n tend vers +oo ?
en déduire la limite de Up, quand n tend vers +oo

. Suites géométrigues

conseil : bien relire la remarque pratique du cours

Exo5 :

1) soit (Up) une suite géométrique de raison g = 3 avec U,y =-1 ; calculer Ug et U,
2) soit (Un) une suite geométrique telle que U, = 48 et Ug=3; calculer Upeta, lorsque g >0
3) soit (Un) une suite geométrique telle que Ug =17 et q =4 calculer Ug + Ug+--Uj3

V, =4
0
: on considére les deux suites (Uy, ) et (V;,) définies par : Uy, =in et 1
2 Vot =Vn =3 Vn
3

préciser pourquoi (Uy,) et (Vy,) sont géométriques
quels en sont le premier terme et la raison ?

: étudier la limite de la suite (Un) définie par la donnée explicite de U,

3 2

1Y 5)" 1
1) unz(—) 2) Un=££J 3) Un:m

: on considére la suite (U, ) définie par : 1

1) onsuppose Ug=3
calculer U, puis Up pour tout n >1
que peut-on en déduire sur la suite (Up,) ?

2) on suppose U0 =2, et on définit la suite (Vn) par : V, =Up =3, pour tout ne N

montrer que (Vn) est une suite géométrique de raison q = %

3) exprimer U, en fonction de n
en déduire que (Un) est convergente et calculer sa limite



4) exprimer en fonction de n lasomme S, : Sy =Uy+U; +...+ Uy

. Probleme de mathématique financiére

Ex09 : on place un capital Co de 10 000 euros au taux annuel de 6%.

1) les intéréts sont simples
soit (Up ) la suite représentant la somme disponible au bout de n années

a) montrer que (Un) est arithmétique ; on précisera son premier terme et sa raison
b) exprimer Uy, en fonction de n
c) calculer Ujp et Up,

2) les intéréts sont composés
soit (Cpy) la suite représentant la somme disponible au bout de n années

a) montrer que (Cn) est géométrique ; on précisera son premier terme et sa raison
b) exprimer Cp en fonction de n
c) calculer Cio et Cpp, puis les comparer alUpet U,

conseil : . quand les intéréts sont simples, les intéréts | produits chaque année sont calculés sur le
capital initial : 1 =Cy x6%
. quand les intéréts sont composés, les intéréts acquis sont chaque année intégrés au capital et

produisent a leur tour des intéréts ; et augmenter de 6% revient a multiplier par 1 + %



CORRIGE réalisé par M. QUET
GENERALITES SUR LES SUITES

. Notion de suite

Exol :

Exo?2 :

n+2 0+2 2 1+2 3 2+2 4
1) Up = > U,=—2-%2 U=—== U,=--°-=
) Un =133 0 0+3 3 17143 4 27243 5
342 5 U, _100+2 102
3343 6 ' 100~ 100+3 103
2) Un:cosﬂ—n > UO:cos”—onl , Ulzcos”—ﬂzo , U2:cosﬂxzz—1 ,
2 2 2
%3 7x100
U3:c037:0 , U; g = COS :0055O7r:cos(25><27z):0
3 Up=(-1)"> Uy=(-2°=1 , u=(-1'=-1, U,=(-1°-=1,
3 100
Uy=(-1)"=-1 Ugo=(-1) =1
4) Up=2"+1> Uy=20+1=1 u =2'+1=3 U,=2%+1=5
53 1 100
U3_2 +1=9 | UlOO_Z +1
n 0 1
1 1 1 1 3
5) Up=1-|-=| 2 U, =1-|-=| =0 , U, =1-|-=| =1+4==2
) Un (J 0 [J 1 [zj 2 2
2 3 100
1 1 3 1 1 9 1 1
U2:1_(_Ej :1—Z:Z y U3:1—(—Ej :l+§_g y Uloozl—(——j _l—zlw
5 5 5 5
1) Up==> U ,=—0 U -~ U
) Un n -1 1 4 2" 42
5 5
U, =— | Uy ,=——
3 3n 31301
2n-1 2(n-1)-1 2n-3 2(n+1)-1 2n+1
2) Uy = S U, = - U ,= -
) Un 42 1 (n-1)+2 n+1 M (n+)+2  n+3
_2(n+2)—l_2n+3 U _2(3n)—1_6n—1 U _2(3n—1)—1_6n—3
n+2)+ n+ n)+ n+ B n—-1)+ n+
n+2 2)+2 4 3N (3n)+2 3n+2 31" (3n-1)+2 3n+1
n
n n-1 (-2) n+1 n
3) Up=(-2) +1 > U_,=(-2) +1=_—2+1 U =(-2)  +1=-2(-2) +1

3n

M2 1=4(-2)"+1 Uy, =(-2)" +1=(-8)" +1

Unio =(_2)
n
3n-1 -8
U3n=(—2) +1=%+1

$) Up=n?4n > U =(n-1°+(n-1)=n(n-1)  U_ . =(n+1)7+(n+1)=(n+1)(n+2)

U, =(n+2°+(n+2)=(n+2)(n+3) Uy =(3n)" +3n=3n(3n+1)

U (3n —1)2+3n—1=3n(3n—1)

3n-1-

n n-1 n n
5) Un:(—%J +5 > Un—lz(_%j +5=—2(—%j +5 Un+1:(_%j +5=—%(—%} +5

n+2 n
1 1/ 1 1
Un+2:(—§j +522(—§j +5 UBnZ(_Ej +5=

w
5
|
|-
~—
S
+
a1



3n-1 n
1 1
U3”—1:[_Ej +5:—2(—§] +5

Exo03:1) Un+1=2Un +1 > U1=2UO+1=2><1+1=3 U2=2U1+1=2x3+1=7
U3=2U2+1=2x7+1=15 U4=2U3+1=2><15+1=31
5+U 5+U
n+ 2-Up 2—UO 2-1 2—U1 2—-6 4
5 11 5 9
54U, _Z_g U _5+U3_ +E_1o4
T 2-U, ., 11 19 4 2-uU, , 9 29
2-Uy 5,22 3 2- 2
4 19
Y Upg=yUn+3 > Up=[Ug+3=11+3=2 U, = JU;+3=+2+3=15
U3:«¢U2+3:\/\/§+3 U4=1fU3+ =\V5+3+3
4) U, =cosUp > U, =cosU,=cosl U, = cos U, =cos(cosl)
U, =cosU,, =cos [cos(cosl)] U, =cosUs = cos(cos [cos(cosl)])

. Représentation graphigue

Exo4:ona: Uy=2n-5 N
donc : U0=2><0—5=—5 , U; =2x1-5=-3

U2=2><2—5=—1 U3=2x3—5=1

U4 =2x4-5=3

ainsi dans un repere (O;T; J ) les cing premiers termes de (Un)
sont représentés par :

(0:Up) + (1:Uy) « (2:U5). (3:U5) . (41U,
soit 1 (0;-5), (1,-3),(2;-1), (3;1) , (4:3)

d’ou :

. . e 3
Ex05 : soit la suite (Up ) définie par : U, =7 et U ;= U2




001 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1
Us Uz Ui Uo

. Variations de la suite (Up,)

Ex06 : 1) Uy, =n®—1

> U, -V :((n +1)° —1)—(n2 ~1)=(n®+2n+1-1)~(n® ~1)=n?+2n+1-1-n +1=2n+1

orneN dou 2n+1>0 soit: U . —Uy,>0 ainsi (Up) estcroissante.

3
2X—

n+1

2) Soit f la fonction définie sur }—%H—OO{ par f(x)=

1
f est décroissante sur }—%;+OO[ (car3>0) et Uy="f(n) ainsi (Up) est décroissante.

3) Upyy—Un =(1-vn+1)-(1-vn)=<n-n+1
orneN dou Vn<in+l et U ,-Uy<0 ainsi (Uy) estdécroissante.

el 5n+1 4n+1 - 5

4) (Up ) est une suite de termes positifs , et = X =
)( n) P Up, 4n+2 5N 4

U
donc —*L51 et U
n

n+1 n n n
5) Upy—Un=(-2)""-(-2) =(-2) [(-2)-1]=-3(-2)
le signe de U_,, —Uy dépend de la parité de n ainsi (Uy) n’est ni croissante ni décroissante

nq > Un ainsi (Up) est croissante.

. Proprietés éventuelles de (Un)
2(n+1)+5_2n+5_2n+7_2n+5_(2n+7)(n+1)_(2n+5)(n+2)
(n+1)+1 n+l n+2 n+l (n+2)(n+1) (n+1)(n+2)

U _y._2°+2ne7nt? 2n’+4neBn+l0 -3
nd TN (n42)(n+2) (n+1)(n+2)  (n+1)(n+2)

—-Up <0 et (Up,) est décroissante.

Exo7:1) U Up =

n+l=—

ainsi Un+1

2) (Up) étant décroissante, on a, pour tout ne N : Up <Uj

or Uy =5 donc (Up) est majorée par 5.



Ex08 : 1) soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x):§+% ,ainsi: Up=f(n)
2) fest dérivable sur ]0;+oo[ et, pour tout x €]0;+oo[ :
f,(x)zl_iz X2 16 :x2—16:(x+4)(x—4)
2 x> x> k% 2x? 2x2
or sur ]0;+oo[ : 2x2>0 et x+4>0 ,aussile signe de f ’(x) dépend du signe de X — 4 :
()20 < x=4 et f(X)<0 < x<4

donc f est croissante sur [4;+oo[ et fest décroissante sur ]0;4]
x |0 4 +00

f2(x) - ) +

+00 +00

N N

3).ona: Up="f(n)
d’ou, a partir du rang n =4, la suite (Up, ) est croissante

cona: lim f(x)=+o0,donc (Un) ne peut pas étre majorée
X >+
: Ulzg, U,=5, Ug= % et (Up),sq ©st croissante.

donc, pourtoutn>4, U, >U, donc (Up),, est minorée par 4.
2(n+5)7 2nz +107 —co (Znﬂ j 2nr

Exo9:ona: U s =C0S c =COS S ?+27z :cos?zun

donc la suite (Uy,) est périodique de période 5.

. Démonstration par récurrence

Ex010 : 1) montrons par récurrence que , pourtout neN : 0< U, <4
. Initialisation : ona: U0= 0,dou0< UO <4
. Hérédité : supposons que, pour n fixé au hasard dans IN, onait : 0 < U, <4
Regardons alorssi 0<U_ ;<4
par hypothese de récurrence, on a: 0<U,<4

o<lu, <2
2

2s%un+2s4
2< U, <4

. conclusion : (Un) est minorée par 0 et majorée par 4.

2) montrons par récurrence que, pour tout neN : Up < U

. Initialisation : ona: UO: 0 et U1=2 , d’ou Uos U1



. Hérédité : supposons que, pour n fixé au hasard dans IN, onait : U, <U,_ ,

regardonsalorssi: U ., <U .,
par hypothese de récurrence, on a: Up<U, 4
1 1
SUn<sUna
1 1
EUn+2£EUn+1+2
Un+1 < Un+2

. conclusion : (Up,) est croissante

. Limite d’une suite

Exoll:. Up=n®-1:ona: lim n?=+w donc lim Up=-+o : (Up) ne converge pas
N—>+00 N—>+o0
) . .
. Vp=——tona: lim n+1=+0 donc _lim Vj=0 : (Vp) converge vers0
n2 11 N—>-+00 N—>+00
1 . 1 .
.Wh=—+5:o0na: lim —=0 donc lim W,=5 : (Wp) converge vers5
n n—)—i—OOn N—-+00
sinn . -1 _sinn 1
. Ty=——1:ona:pourtout neN : -1<sinn<1 dou: —<——<—
n n n n
. 1 1
or: _lim = m ——=0

— i =
N—>+oopn N—>+o p

donc, d’aprés le théoreme des gendarmes, (Tp,) converge et _lim T, =0
N—+00

 Xp=~2n+1 : nﬂ)nlooxn =+ 1 (Xp) ne converge pas

n 3+g 2
M+2 342 n) 3t o
n= 5 -ona n+5 5 . 5 or niml-oo__nﬂ)ml-oo_ 0
n+ + n(“j 142 n n
n n
dou: lim Yp=3: (Yn) converge vers 3
SUITES PARTICULIERES
. Suites arithmétiques
Exol : 1) (Up) une suite arithmétique donc : U, = U, +20r =—2+20x5=98
2) (Up) une suite arithmétique donc : U,g = Uge +10r < 315=245+10r < r:%:7

U,q=Uyg —4r =315-4x7 =287

Ex02:. Uy=n+7:ona: U, ;-Uy=((n+1)+7)-(n+7)=n+8-n-7=1 ,soit: U ,=Uy+1

ainsi (Un) est une suite arithmétique de raison r =1 et de premier terme U0 =7

1 1
- Vj :%+3n rona: V41—V =(§+3(n+1)j—(5+3nj=3n+3—3n=3 ,dou: V1 =Vh+3



1

Ex03:1) 2U_ ,=2Up+1 dou: U :Un+5

ainsi (Uy,) est une suite arithmétique de raison r = % et de premier terme U, =1

2) d’apres la définition 2 du cours,ona : Up = Ug+nr :1+g
. . L _ ~n-3
3).de Uy a Up,ilya(n—3)termes, d’ou: Sy=U,+Ug+...+Up _T(U4+Un)

_ - n-3)(n+8
or: U,=3 donc: Sp=U,+Uc+...+U :n_3 3+1+E _n 3Xn+8:( )( +8)
4 nN==4"75 N~ > 2 2 2 2

. Sp =168 equivaut a ﬁﬂ%ﬂ) =168 soit: n?+5n—696=0

le discriminant de ce trindme est A = 532> 0
le trinbme admet donc deux racines réelles distinctes :

:_5_53:—28eN et n, :_5;_53:24€N

donc Sy =168 pour n =24

Un Un N+

Exo4 : 1) a) Vi = 0
n+1

. . " . . 1
donc (Vn)est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme V, = U- =1

0
b)ona: Vp=Vy+nr=1+2n

or: Unzvi d’ou: Un:1 12

2) lim Vp=_Ilim 1+2n=+00 donc: _lim U,= lim —=0
N—-+oo N—-+oo

. Suites géométrigues

Exo5:1)ona: Ug=Uyxq°=-3"=-343 , U, =U;xq?=-343x3% = 2187

4 4 4 1 4 1
2)ona: U,=U < 3=48 = = & ==
) ) 40 x(q q 16 q 5

4
1 1
U4:U0><q4 = 48=U0>{§) o 48:UOXE < U,=16x48=768
3) lasomme Ug + Ug +...U; 3 comporte 9 termes

49 L
ol : U5+U6+...Ul3=U5x1—q=17xi=£(49—1)=1485477
1-g 1-4 3

Un+1: 5 xﬂzl

Exo6:. Uy = U, "5 2

. ona:

=
on
donc (Un) est une suite géométrique de raison q :% et de premier terme UO: 5



Vo=4
2V

1 ona: V4 =-Vy

Vn+1=Vn_§Vn 3

donc (Vn) est une suite géométrique de raison q = ; et de premier terme Vo=4

n
Exo7:1) Up :@j : (Up) est une suite géométrique de raison g = %

or 0<q<1 donc _lim U,=0
N—>-+c0

5

n
2) Up :£7j : (U ) est une suite géométrique de raison q = £

Org>1donc: _lim Up=-+w
N—-+c0

3) Up= 1 12 2>1 donc EQEOOZHZJFOO et nﬂ)mw1+2”=+w
+

donc: _lim U,=0
N—+00

Yo
Exo8 : 1
Un+1:§Un +2

1)si U0=3,alors: U1=%UO+2:%X3+2:3 , puis : UZZ%U1+2:%x3+2:3,etc

Ainsi: Uy =3 pour tout ne N : la suite (Up, ) est donc constante

1 1 1
Y/ U -3 2Un+t2-3 “Up-1 2(Up-3)
2) Vy=U,-3:ona: Nl _“nil =_3 =3 =3 1
Vy,  Up-3 U,-3 Up-3 Up-3 3

donc (Vn) est une suite géomeétrique de raison q = % et de premier terme Vo= Ug-3=-1

3).ona: Vn:Vqu”:—(%

. (Vn) est une suite géométrique avec0<q<1 donc: nﬂ)nloovn =0

" 1
jzg—n ; de plus : Un:Vn+3:3—3—n

donc (Up,) converge et Alim Up =3

4) Sn=U0+U1+...+Un:(V0+3) ( 1+3) A(Vn+3)=Vy+V+.. +V+3 (n+l)

n+1
1
1-g" 1‘(3) 3. (1™
S =V,———+3(n+1)=(-1)——=—+3(n+1)=——| 1-| = +3(n+1
e L B e e E (C B S L
3
. probleme de mathématigue financiere
Ex09 : capital C0 de 10 000 euros au taux annuel de 6%.
= 6 _ 6 _ . _
l)a)ona:l= Cox 100 10 000 x 100 600 euros d’ou: U, =U,+600

donc (Un) est une suite arithmétique de raison r = 600 et de premier terme UO: 10 000



b) Up = U0 +nr =10 000+ 600n
C) U10 =10 000+ 600x10=16 000 euros
U12 =10 000+600x12 =17 200 euros

6 6 6
2)a)ona:C1:C0+ﬁxcozco(1+mj : C2:C1(1+_j - etc

. 6
ainsi: C_.,=Cp £1+ EJ =1,06C

et (Cn) est une suite géométrique de raison q = 1,06 et de premier terme C,=10000
b) Cp =Cyxq" =10 000x1,06"
C) Ci0=Co quO ~17 908 euros

Cyp =Cyx g2 =20 122 euros

on remarque que : C,y> U, et C;,> Uy,



